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RS-Noetherian rings (Richman, Seidenberg)

I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ · · · =⇒ ∃n. In = In+1

問題点：無限列の使用、従属選択公理、排中律

「正しい」定義は？



先行研究

Noether環の色々な定義が考えられている。ここでは 9種類の
Noether性について考える（bar predicateが 3種類、集合が 3
種類）。

非単調 inductive 単調 inductive 無限列
有限生成イデアル ∗ BSB1 RS

元のリスト ∗ ∗ ∗
元 ∗ CP2 ∗
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Sequential bar predicate

(X ,≺)：集合と二項関係

P |seq x :≡ (x = a0 ≺ a1 ≺ a2 ≺ · · · =⇒ ∃k ∈ N.P(ak))

（x から始まるどんな無限パスも P に妨害される）

X := {有限生成イデアルのリスト},
Stall[I0, . . . , In+1] :⇐⇒ In = In+1とすると、

RS-Noetherian ⇐⇒ Stall |seq []



Inductive bar predicate

P(x)
now

P | x
∀y ≻ x .P | y

later
P | x

P | x なら P |seq x だが、逆は bar induction（非構成的）。
Stall |seq []と Stall | []は古典的には同値。



Monotone inductive bar predicate

P(x)
(MonoP)(x)

(x ≺ y) ∧ (MonoP)(x)
(MonoP)(y)

P を単調なものに制限した bar inductionはmonotone bar
inductionと呼ばれる。
Stall |seq [], Stall | [], (Mono Stall) | []は古典的には同値。



集合Xの候補

X := {有限生成イデアルのリスト}の代わりに、
X := {元のリストのリスト}, {元のリスト}とすることもできる。
古典的に以下の二つは Noether性と同値：

σ0, σ1, . . . ∈ List R =⇒ ∃n. σn ⊆ ⟨σ0, . . . , σn−1⟩
x0, x1, . . . ∈ R =⇒ ∃n. xn ∈ ⟨x0, . . . , xn−1⟩



主結果

非単調 ind 単調 ind 無限列

有限生成イデアル ∗ BSB RS

元のリスト ∗ ∗ ∗

元 ∗ CP ∗

LEM LEM, DC

CC

×

LEM

（破線矢印は古典的な含意）



非単調と単調の分離

算術的な話に帰着して、トポス Sh(2N)の内部論理で分離した。

f : N → 2, θ(n) :≡ (f (n) = 0) ∨ (∃m > n. f (m) = 1).
(X ,≺) := (N, <)とすると (Mono θ) | 0だが、θ | 0は一般には言
えない。
▶ f (0) = 0なら θ(0)なので θ | 0
▶ f (0) = 1なら ∀n > 0. θ | nを言いたいが、例えば f (1) = 1
だったらまだ θ | 1とは言えない（f (1) = 1の場合、θ(0)なの
で (Mono θ) | 1は言える。単調化すると「後戻り」が許さ
れる。）



まとめ

非単調 ind 単調 ind 無限列

有限生成イデアル ∗ BSB RS

元のリスト ∗ ∗ ∗

元 ∗ CP ∗

LEM LEM, DC

CC

×

LEM

▶ 無限列は良くない
▶ 「正しい」bar predicateを選べば、X はどれを使っても同じ
▶ 単調化すると弱くなる（単調化したものが Noether性の「正
しい」定義だと思う）


